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 5 מתוך 1עמוד 

 

העתקות ופולינום אופייני העתקות ופולינום אופייני 

  הריבוי האלגבריהריבוי האלגברי

𝒙  כך ש k הוא החזקה 𝝀הריבוי האלגברי של . T ערך עצמי של 𝝀תהי  − 𝝀 𝒌 מופיע בפירוק של 

 .פריקים שונים- לחזקות של גורמים אי𝒇𝑻(𝒙)הפולינום האופייני 

 

  הריבוי הגיאומטריהריבוי הגיאומטרי

𝒅𝒊𝒎 𝑽𝝀הריבוי הגיאומטרי הוא המימד 
𝑽𝝀כאשר ,   =  𝒗 ∈ 𝑽 𝑻 𝒗 = 𝝀𝒗  

 

  תרגילתרגיל

 .מהריבוי האלגברי (קטן או שווה)הריבוי הגיאומטרי לא גדול 

 :הוכחה

ונשלים אותו לבסיס של ,  איבריםr עם 𝑉𝜆ניקח בסיס של . כלומר הריבוי הגיאומטרי, 𝑉𝜆 המימד של rיהי 

𝑉 . אזdim 𝑉 = 𝑟 + 𝑠 + 𝑛 :𝑟 = dim 𝑉𝜆
 , 𝐵 =  𝑣1 , … , 𝑣𝑟 , 𝑤1 , … , 𝑤𝑠

 :אז.  

 𝑇 
𝐵
𝐵 =  

𝜆 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝜆

⋆

0 ⋆

  

 :לכן

𝑓𝑇 = 𝑓 𝑇 𝐵
𝐵 = det  

𝑥 − 𝜆 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝑥 − 𝜆

⋆

0 ⋆

 =  𝑥 − 𝜆 𝑟𝑔(𝑥) 

∋ 𝑔 𝑥כאשר  𝐹(𝑥) ממעלה 𝑠. 

𝑥)לכן  − 𝜆) מופיע בפירוק של 𝑓𝑇 לפחות 𝑟 (אולי יותר) פעמים. 

 

  משפטמשפט

 :   יש הצגה אלכסונית אם ורק אם𝑻ל 

𝒇𝑻: 1 הוא מכפלה של גורמים ממעלה 𝒇𝑻. א =   𝒙 − 𝝀𝒊
 𝒏𝒊𝒓

𝒊=𝟎 באשר 𝝀𝒊 ∈ 𝑭 שונים  

 . שווה לריבוי האלגברי שלו𝑻 של 𝝀𝒊הריבוי הגיאומטרי של כל ערך עצמי . ב

 

 :הוכחה

𝜆1יהיו  ,… , 𝜆𝑟 ∈ 𝐹 הערכים העצמיים השונים של T . יהי𝑛𝑖 הריבוי האלגברי של 𝜆 𝑖 , ו𝑘𝑖הריבוי הגיאומטרי  .

𝑛 = dim 𝑉 והפולינום האופייני הוא 𝑓𝑇 =  𝑥 − 𝜆𝑖
 𝑛 𝑖 𝑔(𝑥) . תהיB קבוצה בלתי תלויה ליניארית מקסימאלית 

𝐵אז . Tשל וקטורים עצמיים של  =∪𝑖=1
𝑟 𝐵𝑖 באשר 𝐵𝑖 = 𝐵 ∩ 𝑉𝜆𝑖

 :אז. 

 𝐵 =  |𝐵𝑖|

𝑟

𝑖=1

≤  dim 𝑉𝜆𝑖

𝑟

𝑖=1

=  𝑘𝑖

𝑟

𝑖=1

≤  𝑛𝑖

𝑟

𝑖=1

= deg   𝑥 − 𝜆 𝑖
 𝑛 𝑖

𝑟

𝑖=1

≤ deg   𝑥 − 𝜆 𝑖
 𝑛 𝑖

𝑟

𝑖=1

+ deg 𝑔 𝑥 = deg fT

= n = dim V 

 : יש הצגה אלכסונית כשהתנאי מתקייםT- נראה של: ⇒כיוון 

= 𝑔 𝑥אז  deg ולכן 1 𝑔(𝑥) = 𝑘𝑖וגם , 0 = 𝑛𝑖 . אם ניקח בסיס𝐵𝑖 של 𝑉𝜆𝑖
𝐵 וניקח  =∪𝑖=1

𝑟 𝐵𝑖 אז נקבל קבוצה 

𝑘𝑖 ע בעלת "ל של ו"בת
𝑟
𝑖−1 =  𝑛𝑖

𝑟
𝑖=1 = 𝑛 = dim 𝑉 איברים ולכן בסיס של V . לTיש הצגה אלכסונית . 

 : ⇐כיוון 

= 𝐵 לכן . ע"ו- שמורכב מV של Bאז יש בסיס  𝑛 .אז לפיו . אז יש שוויון בכל מקום בחישוב לעיל

 𝑘𝑖
𝑟
𝑖=1 =  𝑛𝑖

𝑟
𝑖=1 ומכאן 𝑘𝑖 = 𝑛𝑖 ( כי𝑘𝑖 = 𝑛𝑖)  וגםdeg 𝑔 = 𝑔כלומר , 0 = 𝑓𝑇כלומר , 1 = (  𝑥 − 𝜆 𝑖

 𝑛−𝐼  𝑟
𝑖=1. 
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 5 מתוך 2עמוד 

 

  פולינום מזערי להעתקהפולינום מזערי להעתקה

𝒎𝑻פולינום 
 𝒙 ∈ 𝑭[𝒙] נקרא פולינום מזערי של 𝑻 הוא מתוקן ובעל בעלה מזערית מבין כל  אם

∋ 𝒈 𝒙הפולינומים  𝑭 𝒙  שמקיימים 𝒈 𝑻 =  .𝑻כלומר שמאפסים את , 𝟎

  

  משפטמשפט

𝑪תהי . V בסיס של Bיהי  =  𝑻 
𝑩
𝑩 . אז𝒎𝑻 = 𝒎𝒄 

 :הוכחה

𝑓הי  ∈ 𝐹 𝑥 אז .  פולינום כלשהו 𝑓 𝑇  
𝐵
𝐵 = 𝑓  𝑇 

𝐵
𝐵  .𝐹 𝑇 =   𝑓 𝑇 מ " אמ0

𝐵
𝐵 = = 𝑓 𝐶מ " אמ0 0 . 

  

  משפטמשפט

𝑨מטריצה  ∈ 𝑴𝒏(𝑭) דומה למטריצה משולשית עליונה 𝑪 אם ורק אם הפולינום האופייני מורכב 

𝒇𝑨:   לא בהכרח שונים1ממכפלה של גורמים ממעלה 
 𝒙 =   𝒙 − 𝝀𝒊

 𝒏
𝒊=𝟏 . 

𝑭תנאי זה נכון תמיד אם  = ℂולכל שדה סגור אלגברית . 

 :⇐כיוון 

𝑓𝐴 𝑥 = 𝑓𝑐  𝑥 = det  
𝜆1 ⋆

⋱
0 𝜆𝑛

 =  (𝑥 − 𝜆 𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 :nבאינדוקציה על : ⇒כיוון 

𝑛עבור  = 𝑛אם : 1 = 𝐴 אז 1 = (𝑎)משולשית . 

𝑛נניח  > 𝑓𝐴אז : 1  𝜆1
 = 𝐴𝑣1 וקטור עצמי שונה מאפס כך 𝑣1 ערך עצמי ולכן יש 𝜆1 ולכן 0 = 𝜆1𝑣1. 

𝑣1:  לבסיס𝑣1נשלים את  , … , 𝑣𝑛 ∈ 𝐹𝑛 , ונסמן𝑄 =  𝑣1 … 𝑣𝑛  ∈ 𝑀𝑛 (𝐹) המטריצה שהוקטורים 𝑣𝑖 הם 

𝑄𝑒1מתקיים .  הפיכה𝑄אז . העמודות שלה = 𝑣1 ולכן 𝑄−1𝑣1 = 𝑒1 .אז: 

𝑄−1𝐴𝑄 = 𝑄−1𝐴 𝑣1 … 𝑣𝑛 = 𝑄−1 𝐴𝑣1 … 𝐴𝑣𝑛 = Q−1 𝜆1𝑣1 … ⋆ =  λ1e1 … ⋆ =  

𝜆1 ⋆ … ⋆
0
⋮
0

𝐴1
  

𝐴1באשר  ∈ 𝑀𝑛 −1(𝐹) .אז : 𝑥 − 𝜆1
  𝑥 − 𝜆2

 ∗ … ∗  𝑥 − 𝜆𝑛
 = 𝑓𝐴 𝑥 = 𝑓𝑄−1 𝐴𝑄

 𝑥 =  𝑥 − 𝜆1
 𝑓𝐴1

 𝑥 . 

𝑓𝐴1לכן 
 𝑥 =  𝑥 − 𝜆2

 ∗ … ∗  𝑥 − 𝜆𝑛
 . 

𝑄1לפי הנחת האינדוקציה יש מטריצה הפיכה  ∈ 𝑀𝑛 −1(𝐹)כך ש  :𝑄1
−1𝐴1𝑄1 =  

𝜆2 ⋆

⋱
0 𝜆𝑛

  

 : ונראה שהיא הפיכה𝑄2נגדיר מטריצה 

Q2 =  

1 ⋆ … ⋆
0
⋮
0

𝑄1
 ∈ 𝑀𝑛

 𝐹 ,     𝑄2
−1 =  

1 ⋆ … ⋆
0
⋮
0

𝑄1
−1      𝑄2 ∗ 𝑄2

−1 =  

1 ⋆ … ⋆
0
⋮
0

𝐼𝑛−1
 = 𝐼𝑛 

𝑃תהי  = 𝑄1𝑄2הפיכה ומתקיים  : 

𝑃−1𝐴𝑃 = 𝑄2
−1 𝑄1

−1𝐴𝑄1
 𝑄2 =  

1 ⋆ … ⋆
0
⋮
0

𝑄1
−1   

𝜆1 ⋆ … ⋆
0
⋮
0

𝐴1
   

1 ⋆ … ⋆
0
⋮
0

𝑄1
 

=  

1 ⋆ … ⋆
0
⋮
0

𝑄1
−1   

𝜆1 ⋆ … ⋆
0
⋮
0

𝐴1𝑄1
  =  

𝜆1 ⋆ … ⋆
0
⋮
0

𝑄1
−1𝐴1𝑄1

  =  

𝜆1 ⋆ … ⋆

0
⋮
0

𝜆2

⋱
𝜆𝑛
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 5 מתוך 3עמוד 

 

  מסקנהמסקנה

:𝑻תהי העתקה ליניארית . F מעל שדה n מרחב וקטורי ממימד Vיהי  𝑽 → 𝑽 . אז קיים בסיסB של 

V כך שמטריצה  𝑻 
𝑩
𝑩 משולשית עליונה אם ורק אם 𝒇𝑻

 𝒙 =  𝒙 − 𝝀𝟏
 ∗ … ∗  𝒙 − 𝝀𝒏

 . 

 

 :הוכחה

𝐴תהי . V בסיס כלשהו של Aיהי  =  𝑇 
𝛼 
𝛼 . אז𝑓𝑇 = 𝑓𝐴 .יש בסיס : מתקייםB כך ש  𝑇 

𝑎
𝑎 אלכסונית אם ורק 

𝑓𝑇ולפי משפט אם ורק אפ , Aאם היא דומה ל  = 𝑓𝐴 =  𝑥 − 𝜆1
 ∗ … ∗  𝑥 − 𝜆𝑛

 . 

 

מרחב אינווריאנטי-תת   מרחב אינווריאנטי-תת

:𝑻תהי העתקה ליניארית , F מרחב וקטורי מעל שדה Vיהי  𝑽 → 𝑽. 

⊇ 𝑻 𝑾 אם T נקרא אינווריאנטי V של 𝑾מרחב -תת 𝑾 , כלומר𝑻 𝒘 ∈ 𝑾 לכל 𝒘 ∈ 𝑾. 

′𝑻ההעתקה , כלומר, W ל Tהצמצום של  : 𝑾 → 𝑾י " המוגדרת ע𝑻′  𝒘 = 𝑻(𝒘)היא גם ליניארית  .

  𝑻היא תסומן 
𝑾 . 

 

  דוגמאותדוגמאות

0. א =  0 , 𝑉מרחב אינווריאנטיים - הם תמיד תתיT. 

𝑤 כי לכל V של T-מרחב אינווריאנטי- הוא תת𝑉𝜆אז , T ערך עצמי של 𝜆אם . ב ∈ 𝑉𝜆 :  𝑇 𝑤 = 𝜆𝑤 ∈ 

𝑤לכל : T- היא אינווריאנטי𝑉𝜆 של Wמרחב -ואפילו כל תת ∈ 𝑊 מתקיים 𝑇 𝑤 = 𝜆𝑤 ∈ 𝑊. 

:𝑇תהי העתקה ליניארית . ג 𝑅3 → ℝ3 הסיבוב בזוית 𝜃 סביב צריך ה 𝑧 . אז𝑆𝑝 𝑒3
 הוא 𝑧-ציר ה -  

𝑆𝑝(𝑒1 וגם T-אינווריאנטי , 𝑒2) –מישור ה  -(𝑥, 𝑦)אינווריאנטי -T. 

 

  תרגילתרגיל

,𝑇תהיינה שתי העתקות ליניאריות  𝑆:𝑉 → 𝑉 כך ש 𝑇 ∘ 𝑆 = 𝑆 ∘ 𝑇 אז ker 𝑆 , Im 𝑆הם אינווריאנטים -T. 

 :הוכחה

𝑣יהי  ∈ ker 𝑆 אז 𝑆 𝑇 𝑣  = 𝑇 𝑆 𝑣  = 𝑇 0 = ∋ 𝑇 𝑣לכן . 0 ker 𝑆. 

𝑤יהי  ∈ Im 𝑆 אז 𝑣 ∈ 𝑉, 𝑤 ∈ 𝑆(𝑣) . אז𝑇 𝑤 = 𝑇 𝑠 𝑣  = 𝑆 𝑇 𝑣  ∈ Im 𝑆 

,𝑓אם : מקרה פרטי של התרגיל 𝑔 ∈ 𝐹[𝑥]אז  :𝐹 𝑇 ∘ 𝑔 𝑇 =  𝑓𝑔  𝑇 =  𝑔𝑓  𝑇 = 𝑔 𝑇 ∘ 𝑓(𝑇) 

𝑔מקרה פרטי כאשר  = 𝑥 :𝑓 𝑇 ∘ 𝑇 = 𝑇 ∘ 𝑓(𝑇) 

 

  מסקנהמסקנה

𝒇יהי  ∈ 𝑭[𝒙] אז 𝒌𝒆𝒓 𝒇 𝑻 , 𝑰𝒎𝒇(𝑻)הם אינווריאנטים -T. 

 

  סכום ישרסכום ישר

,𝑾𝟏,  מרחב וקטוריVיהי  … , 𝑾𝒓מרחב של - תתV .נאמר ש-V סכום ישר של 𝑾𝟏, … , 𝑾𝒓 וכותבים 

𝑽 = 𝑾𝟏 ⊕ … ⊕ 𝑾𝒓 אם לכל 𝒗 ∈ 𝑽יש הצגה אחת ויחידה  :𝒗 = 𝒘𝟏 + ⋯ + 𝒘𝒓   , 𝒘𝟏 ∈ 𝑾𝟏, … , 𝑾𝒓 ∈ 𝑾𝒓 

 

  משפטמשפט

Vמרחב וקטורי  ,𝑾𝟏, … , 𝑾𝒓לכל . מרחב- תת𝒊 יהי 𝑩𝒊 בסיס של 𝑾𝒊 . אז𝑽 = 𝑾𝟏 ⊕ … ⊕ 𝑾𝒓 אם ורק 

𝑩𝟏אם  ⊕ … ⊕ 𝑩𝒓 בסיס של V: 
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 5 מתוך 4עמוד 

 

 תוכן עניינים
 

 1................................................................................................................. אופייני ופולינום העתקות

 3.....................................................................................................................אינווריאנטי מרחב-תת
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 5 מתוך 5עמוד 

 

 נוסחאות והדגשים, תקציר משפטים
 

𝒙 ש כך k החזקה הוא 𝝀 של האלגברי הריבוי. T של עצמי ערך 𝝀 תהי − 𝝀𝒌 הפולינום של בפירוק מופיע 

 .שונים פריקים-אי גורמים של לחזקות 𝒇𝑻(𝒙) האופייני

𝑽𝝀 כאשר, 𝒅𝒊𝒎𝑽𝝀 המימד הוא הגיאומטרי הריבוי = 𝒗 ∈ 𝑽𝑻𝒗 = 𝝀𝒗 

 :אם ורק אם אלכסונית הצגה יש  𝑻 ל

𝒇𝑻: 1 ממעלה גורמים של מכפלה הוא 𝒇𝑻. א = 𝒊 = 𝟎𝒓𝒙 − 𝝀𝒊𝒏𝒊 באשר 𝝀𝒊 ∈ 𝑭 שונים 

 .שלו האלגברי לריבוי שווה 𝑻 של 𝝀𝒊 עצמי ערך כל של הגיאומטרי הריבוי. ב

𝒎𝑻𝒙 פולינום ∈ 𝑭[𝒙] של מזערי פולינום נקרא 𝑻 הפולינומים כל מבין מזערית בעלה ובעל מתוקן הוא אם 

𝒈𝒙 ∈ 𝑭𝒙 שמקיימים 𝒈𝑻 =  .𝑻 את שמאפסים כלומר, 𝟎

𝑪 תהי. V של בסיס B יהי = 𝑻𝑩𝑩 .אז 𝒎𝑻 = 𝒎𝒄 

𝑨 מטריצה ∈ 𝑴𝒏(𝑭) עליונה משולשית למטריצה דומה 𝑪 ממכפלה מורכב האופייני הפולינום אם ורק אם 

𝒇𝑨𝒙:  שונים בהכרח לא 1 ממעלה גורמים של = 𝒊 = 𝟏𝒏𝒙 − 𝝀𝒊. 

𝑭 אם תמיד נכון זה תנאי = ℂ אלגברית סגור שדה ולכל. 

:𝑻 ליניארית העתקה תהי. F שדה מעל n ממימד וקטורי מרחב V יהי 𝑽 → 𝑽 .בסיס קיים אז B של V כך 

𝒇𝑻𝒙 אם ורק אם עליונה משולשית 𝑻𝑩𝑩 שמטריצה = 𝒙 − 𝝀𝟏 ∗ … ∗ 𝒙 − 𝝀𝒏. 

:𝑻 ליניארית העתקה תהי, F שדה מעל וקטורי מרחב V יהי 𝑽 → 𝑽. 

𝑻𝑾 אם T אינווריאנטי נקרא V של 𝑾 מרחב-תת ⊆ 𝑾 ,כלומר 𝑻𝒘 ∈ 𝑾 לכל 𝒘 ∈ 𝑾. 

𝑻′:𝑾 ההעתקה, כלומר, W ל T של הצמצום → 𝑾 י"ע המוגדרת 𝑻′𝒘 = 𝑻(𝒘) היא. ליניארית גם היא 

 .𝑻𝑾 תסומן

𝒇 יהי ∈ 𝑭[𝒙] אז 𝒌𝒆𝒓𝒇𝑻, 𝑰𝒎𝒇(𝑻) אינווריאנטים הם-T. 

,𝑾𝟏, וקטורי מרחב V יהי … , 𝑾𝒓 של מרחב-תת V .ש נאמר-V של ישר סכום 𝑾𝟏, … , 𝑾𝒓 וכותבים 

𝑽 = 𝑾𝟏 ⊕ … ⊕ 𝑾𝒓 לכל אם 𝒗 ∈ 𝑽 ויחידה אחת הצגה יש :𝒗 = 𝒘𝟏 + ⋯ + 𝒘𝒓  , 𝒘𝟏 ∈ 𝑾𝟏,… , 𝑾𝒓 ∈ 𝑾𝒓 

V וקטורי מרחב ,𝑾𝟏, … , 𝑾𝒓 לכל. מרחב-תת 𝒊 יהי 𝑩𝒊 של בסיס 𝑾𝒊 .אז 𝑽 = 𝑾𝟏 ⊕ … ⊕ 𝑾𝒓 אם ורק אם 

𝑩𝟏 ⊕ … ⊕ 𝑩𝒓 של בסיס V: 

 

 


