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  44משפט משפט 

ושהנגזרת של הסדרה ,  כשידוע שהנגזרת הראשונה רציפה𝑓𝑛סדרה של פונקציות גזירות 

′𝑓ש ו " מתכנסת במ𝑓𝑛אם הסדרה מתכנסת רק בנקודה אחת אז . 𝑔רציפה במידה שווה ל  = 𝑔. 

𝑓𝑛 ∈ 𝐶1 𝑎,𝑏  

𝑓𝑛
′ ⇉ 𝑔 

∃ limfn
 𝑐  

𝑓𝑛 ⇉ 𝑓  𝑓 ∈ 𝐶1  𝑓′ = 𝑔 

 

דוגמא דוגמא 

𝑓𝑛  𝑥 =  1 𝑛   𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  

𝑓𝑛
′ = 0 

 

הוכחה הוכחה 

𝑓𝑛  𝑥 = 𝑓𝑛  𝑐 +  𝑓𝑛
′

𝑥

𝑐

    𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  

𝑓 𝑐 = lim 𝑓𝑛  𝑐  

𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑐 +  𝑔
𝑥

𝑐

 

𝑔רציפה ולכן  :𝑓 ∈ 𝐶 ′𝑓 ו 1− = 𝑔 

𝑓𝑛  𝑥 − 𝑓 𝑥 = 𝑓𝑛  𝑐 +  𝑓𝑛 ′
𝑥

𝑐

− 𝑓 𝑐 −  𝑓′
𝑥

𝑐

 

max
𝑥∈ 𝑎 ,𝑏 

|𝑓𝑛  𝑥 − 𝑓 𝑥 | ≤  𝑓𝑛  𝑐 − 𝑓 𝑐  + max
𝑥∈ 𝑎 ,𝑏 

   𝑓𝑛
′ − 𝑓 ′  

𝑥

𝑐

 ≤ max
𝑥∈ 𝑎 ,𝑏 

  𝑓𝑛
′ − 𝑓′  

𝑥

𝑐

≤  |𝑓𝑛
′ − 𝑔|

𝑏

𝑎

→𝑛 →∞ 0 

 

דוגמא דוגמא 

:  אבל לא גזירה באף נקודהℝ רציפה ב 𝑓קיימת פונקציה 

𝑓 𝑥 =  𝑎𝑘 cos⁡(𝑏𝑘 𝜋𝑥)

∞

𝑘=0

          0 < 𝑎 < 1, 𝑏 > 1, 𝑎𝑏 > 1 

 

 

  



 08שיעור 
 2א "חדו

[Comments] 

 10:09 29/05/2008 , גיא רוזנדורן

 

 7 מתוך 2עמוד 

 

𝑢0
 𝑥 =  

𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤
1

2

1 − 𝑥,
1

2
≤ 𝑥 ≤ 1

  

 :נגדיר

𝑢0
 𝑥 + 1 = 𝑥  𝑢𝑘

 𝑥 =
𝑢0  4𝑘 𝑥 

4𝑘   𝑢𝑘
 𝑥 + 4−𝑘 = 𝑦𝑘

 𝑥   𝑓 𝑥 =  𝑢𝑘 (𝑥)∞
𝑘=0  

. (ש"לפי קריטריון קושי סדרת הסכומים החלקיים מתכנסת במ) רציפה בכל קו ממשי 𝑓(𝑥)פונקציה 

𝑥𝑛נבנה סדרה  → 𝑥0כך שהגבול לא קיים  :

𝑓 𝑥𝑛
 − 𝑓 𝑥0

 

𝑥𝑛 − 𝑥0

 

𝑆𝑛 =  2 ∗ 4𝑛 𝑥0
  

𝑆𝑛 ≤ 2 ∗ 4𝑛 𝑥0 ≤ 𝑆𝑛 + 1 

𝑆𝑛

2 ∗ 4𝑛
≤ 𝑥0 <

𝑆𝑛 + 1

2 ∗ 4𝑛
 

△𝑛 ≔  
𝑆𝑛

2 ∗ 4𝑛
,
𝑆𝑛 + 1

2 ∗ 4𝑛
 ∈ 𝑥0 

… ⊃△𝑛−1⊃△𝑛 ⊃△𝑛+1⊃ ⋯ 

∩△𝑛 =  𝑥𝑜
  

 𝑥𝑛 − 𝑥0
 =

1

2
 △𝑛

 =
1

4𝑛+1
 

𝑓 𝑥𝑛
 − 𝑓 𝑥0

 

𝑥𝑛 − 𝑥0

=  
𝑢𝑘

 𝑥𝑛
 − 𝑢𝑘

 𝑥0
 

𝑥𝑛 − 𝑥0

∞

𝑘=0

 

𝑢𝑘
 𝑥𝑛

 = 𝑢𝑘
 𝑥0

 ⇐ 𝑘 ≥ 𝑛 + 1 

𝑓 𝑥𝑛
 − 𝑓 𝑥0

 

𝑥𝑛 − 𝑥0

=  
𝑢𝑘

 𝑥𝑛
 − 𝑢𝑘

 𝑥0
 

𝑥𝑛 − 𝑥0

𝑛

𝑘=0

 

𝑥𝑛 ,𝑥0 ∈△𝑛 ⊂△𝑘     𝑘 ≤ 𝑛 

𝑢𝑘
 𝑥𝑛

 − 𝑢𝑘
 𝑥0

 

𝑥𝑛 − 𝑥0

= ±1 

 
𝑢𝑘

 𝑥𝑛
 − 𝑢𝑘

 𝑥0
 

𝑥𝑛 − 𝑥0

𝑛

𝑘=0

=  ±1

𝑛

0

=  
𝑒𝑣𝑒𝑛 , 𝑛 𝑜𝑑𝑑
𝑜𝑑𝑑,         𝑛 𝑒𝑣𝑒𝑛

  

. לכן גבול לא קיים
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  WWeeiieerrssttrraassssמשפט  משפט  

:  י פולינומים"אפשר לקרב כל פונקציה רציפה בקטע ע

∀𝑓 ∈ 𝐶 𝑎, 𝑏 . ∀𝜖 > 0. ∃𝑃 ∈ 𝐹 𝑥 . max
 𝑎 ,𝑏 

 𝑓 − 𝑃 < 𝜖 

∀𝑓 ∈ 𝐶 𝑎, 𝑏 ⇔ ∃  𝑃𝑛
 , 𝑃𝑛 ⇉ 𝑓 

 

𝑡מספיק לקטע : הערה ∈ = F 𝑡 : נגדיר. [0,1] 𝑓 𝑎 + 𝑡 𝑏 − 𝑎  ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏].לפי מקרה פרטי :

 max 0 ,1  𝐹 − 𝑄 < 𝜖  .  נגדיר𝑃 𝑥 = 𝑄  
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
 , 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] : max⁡|𝐹 − 𝑃| = max 𝐹 − 𝑄 < 𝑒𝑝𝑠   .

𝑓: הוכחה ∈ 𝐶[0,1] . נגדיר𝐵𝑛
 𝑥, 𝑓 =   

𝑛
𝑘
 𝑓  

𝑘

𝑛
 𝑥𝑘  1 − 𝑥 𝑛−𝑘𝑛

𝑘=0 . צריך להראות ש𝐵𝑛
 𝑥, 𝑓 ⇉ 𝑓 .

: נניח שהנוסחאות הבאות נכונות

  
𝑛
𝑘
 𝑥𝑘  1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

= 1 

  
𝑛
𝑘
  

𝑘

𝑛
− 𝑥 

2

𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

=
𝑥 1 − 𝑥 

𝑛
≤

1

𝜋
 

: אז נפרק את הסכום לשני סכומים

𝑓 𝑥 − 𝐵𝑛
 𝑥 =   

𝑛
𝑘
  𝑓 𝑥 − 𝑓  

𝑘

𝑛
  𝑥𝑘  1 − 𝑥 𝑛 −𝑘

𝑛

𝑘=0

=  

𝑛

𝑘: 
𝑘
𝑛

−𝑥 ≤𝛿

+  

𝑛

𝑘: 
𝑘
𝑛

−𝑥 ≥𝛿

=  1 +  2 

 

𝛿נבחר  > 𝑥  כך ש 0 −
𝑘

𝑛
 < 𝛿 ⇒  𝑓 𝑥 − 𝑓  

𝑘

𝑛
  < 𝜖 .

  1 ≤   
𝑛
𝑘
 𝜖𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

 
𝑘
𝑛

−𝑥 <𝛿

≤ 𝜖   
𝑛
𝑘
 𝑥𝑘  1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

= 𝜖 

𝑀 = max
 0,1 

|𝑓| 

  2 ≤ 2𝑀   
𝑛
𝑘
 𝑥𝑘  1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑘: 
𝑘
𝑛

−𝑥 >𝛿

  
𝑘
𝑛

− 𝑥 
2

𝛿2

≤
2𝑀

𝛿2
  

𝑛
𝑘
  

𝑘

𝑛
− 𝑥 

2

𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘 ≤
2𝑀

𝛿2

1

4𝑛
=

𝑀

2𝑛𝛿2
< 𝜖 

𝑛

𝑘=0

 

𝑛 >
𝑀

2𝜖𝛿2
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טורים מפונקציות 

⋆   𝑓𝑛  𝑥 

∞

−∞

           𝑓𝑛  𝑥 

∞

𝑛=0

 

 

הגדרה הגדרה 

:  מתכנסת במידה שווה𝑆𝑁 מתכנס במידה שווה אם סדרה ⋆טור 

𝑆𝑁
 𝑥 =  𝑓𝑛 (𝑥)

𝑁

𝑛=0

 

𝑓𝑛אם  ∈ 𝐶 𝑎, 𝑏  ש בקטע " מתכנס במ⋆ ו[𝑎, 𝑏] אז 𝑓 =  𝑓𝑛
∞
𝑛 =0 ∈ C[a, b] .

 !   𝑓
𝑏

𝑎

=   𝑓𝑛

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

: (!)בדיקה של 

 𝑆𝑁

𝑏

𝐴

→  𝑓
𝐵

𝑎

⇐ 𝑆𝑛 ⇉ 𝑓 

 𝑓
𝐵

𝑎

=   𝑓𝑛

𝑏

𝑎

𝑁

𝑛−0

⇒  𝑓
𝑏

𝑎

=   𝑓𝑛

𝑏

𝑎

∞

𝑛 =0

 

 

𝑓𝑛:  אומרDiniמשפט  ∈ 𝐶 𝑎, 𝑏 , 𝑓𝑛 ≥ ,𝐶 𝑎 ו 0 𝑏 ∈ 𝐹 =  𝑓𝑛
∞
𝑛=0אז התכנסות במידה שווה  ,𝑆𝑁

 𝑥 ↑ .

 

  MM--tteesstt  WWeeiieerrssttrraassssמשפט משפט 

𝑓𝑛נניח ש  :𝐸 → ℝ , ונניח שsup𝐸 |𝑓𝑛 | ≤ 𝑀𝑛 ו  𝑀𝑛𝑛 < 𝑓𝑛  אז טור ∞
∞
𝑛 . (בהחלט) Eש ב " מתכנס במ0=

 

: הוכחה

 

𝑆𝑁
 𝑥 =  𝑓𝑛  𝑥 

𝑁

𝑛=0

 

: צריך לבדוק את תנאי קושי

∀𝜖. ∃𝑁. ∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁. sup
𝐸

|𝑆𝑛 − 𝑆𝑚 | < 𝜖 

sup
𝐸

|𝑆𝑛 − 𝑆𝑚 | = sup
𝐸

  𝑓𝑘

𝑚

𝑘=𝑛+1

 ≤  sup
𝐸

|𝑓𝑘 |

𝑚

𝑘=𝑛+1

≤  𝑀𝑘

𝑚

𝑛+1

< 𝜖 
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תוכן עניינים 
 

 4........................................................................................................................ מפונקציות טורים
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 נוסחאות והדגשים, תקציר משפטים
 

 במידה רציפה הסדרה של ושהנגזרת, רציפה הראשונה שהנגזרת כשידוע 𝑓𝑛 גזירות פונקציות של סדרה

′𝑓 ו ש"במ מתכנסת 𝑓𝑛 אז אחת בנקודה רק מתכנסת הסדרה אם. 𝑔 ל שווה = 𝑔 .

: פולינומים י"ע בקטע רציפה פונקציה כל לקרב אפשר

∀𝑓 ∈ 𝐶𝑎,𝑏. ∀𝜖 > 0. ∃𝑃 ∈ 𝐹𝑥. max𝑎 , 𝑏𝑓 − 𝑃 < 𝜖 

: שווה במידה מתכנסת 𝑆𝑁 סדרה אם שווה במידה מתכנס ⋆ טור

𝑆𝑁𝑥 = 𝑛 = 0𝑁𝑓𝑛(𝑥) 

 

 


