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  אלגוריתם אוקלידס בחוג השלמיםאלגוריתם אוקלידס בחוג השלמים

 ימחלק משותף מקסימאל

,𝑎יהיו  𝑏 ∈ ℤ . 0אם < 𝑑 ∈ ℤ מקיים 
𝑑

𝑎
,
𝑑

𝑏
𝑐ולכל ,  ∈ ℤ כך ש 

𝑐

𝑎
,
𝑐

𝑏
 מתקיים 

𝑐

𝑑
 נקרא מחלק משותף 𝑑אז , 

,𝑎מקסימאלי של  𝑏 . מסמנים𝑑 = gcd⁡(𝑎, 𝑏). 

 

 מחלק משותף מינימאלי

,𝑎יהיו  𝑏 ∈ ℤ . 0אם < 𝑙 ∈ ℤ מקיים 
𝑏

𝑎
,
𝑎

𝑙
𝑐ולכל ,  ∈ ℤ כך ש 

𝑎

𝑐
,
𝑏

𝑐
תקיים  מ

𝑙

𝑐
 נקרא כפולה משותפת 𝑙 אז 

,𝑎מינימאלית של  𝑏 . נזסמנים𝑙 = 𝑙𝑐𝑚(𝑎, 𝑏). 

 

 אלגוריתם למציאת מחלק משותף מקסימאלי

,𝑎לכל  𝑏 ∈ ℤ קיימים ℤ ∋ 𝑟, 𝑞כך ש  :𝑎 = 𝑏 ∗ 𝑞 + 𝑟     𝑟 < |𝑏|. 

 

  דוגמאדוגמא

 . gcd 210,135יש למצוא , כלומר. 135- ו210נמצא את המחלק המשותף של 

210 = 135 ∗ 1 + 75 

135 = 75 ∗ 1 + 60 

75 = 60 ∗ 1 + 15 

60 = 15 ∗ 4 + 0 

⇒ gcd 210,135 = 15 

 

 .ועכשיו נראה שהוא מקסימאלי,  הוא מחלק משותף15-ראינו ש

 

  משפטמשפט

,𝑎 הוא מחלק משותף של 𝑑אם  𝑏 אז 𝑑 = gcd⁡(𝑎, 𝑏) אם ורק אם קיימים 𝑘, 𝑙 ∈ ℤ כך ש 𝑑 = 𝑘𝑎 + 𝑙𝑏. 

  

  הוכחת המשפט על הדוגמאהוכחת המשפט על הדוגמא

 :⇐כיוון 

15 = 75 − 60 = 75 −  137 − 75 = 2 ∗ 75 − 135 = 2 210 − 135 − 135 = 2 ∗ 210 − 3 ∗ 135  

נניח : ⇒כיוון 
𝑐

𝑎
, 𝑏 . ושמתקיים𝑎 = 𝑐𝑟, 𝑏 = 𝑐𝑠 . אז𝑑 = 𝑘𝑎 + 𝑙𝑏 = 𝑘𝑐𝑟 + 𝑙𝑐𝑠 = 𝑐 𝑘𝑟 + 𝑙𝑠 ⇒

𝑐

𝑑
. 

 

  טענהטענה

𝑎אם  = 𝑏𝑞 + 𝑟 אז gcd 𝑎, 𝑏 = gcd⁡(𝑏, 𝑟). 

𝑟אם  = 𝑏 מקבלים 0 = gcd 𝑎, 𝑏 = gcd 𝑏, 0 = 𝑏. 

 

  דוגמאדוגמא

gcd 803,187 =? 

803 = 187 ∗ 4 + 55 ⇒ 187 = 55 ∗ 3 + 22 

gcd 187,55 = gcd 55,22 = 11 
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 אלגוריתם למציאת מחלק משותף מינימאלי

,lcm⁡(𝑎נשתמש בנוסחה  𝑏) =
𝑎

gcd  𝑎,𝑏 
∗ 𝑏. 

 

  אלגוריתם אוקלידס עבור חוג הפולינומיםאלגוריתם אוקלידס עבור חוג הפולינומים

∈ 𝐹 𝑥עבור  𝑓, 𝑔 נגדיר gcd  , lcm   באותה צורה כמו לשלמים כאשר מחליפים את ℤ ב 𝐹[𝑥] ואת 

"0 <  (.1מקדם עליון )" מתוקן-" ב"

 

 חלוקה עם שארית

,𝑓לכל  𝑔 ∈ 𝐹 𝑥  יש 𝐹 𝑥 ∋ 𝑞, 𝑟 כך ש 𝑓 = 𝑔 ∗ 𝑞 + 𝑟 ו deg 𝑟 < deg⁡(𝑔). 

 

  דוגמאדוגמא

𝑓 = 𝑥3 + 6𝑥2 + 11𝑥 + 6 

𝑔 = 𝑥2 + 5𝑥 + 4 

 :נעשה כמו בחילוק ארוך

                          𝑥 + 1 = 9 

𝑥3 + 6𝑥2 + 11𝑥 + 6 

𝑥3 + 5𝑥2 + 4𝑥 

           𝑥2 + 7𝑥 + 6 

          𝑥2 + 5𝑥 + 4 

                      2𝑥 + 2 = 𝑟 

 

 

𝑥2 + 5𝑥 + 4 

𝑥2 + 𝑥 

       4𝑥 + 4 

       4𝑥 + 4 

                 0 = 𝑟 

 

𝑓 =  𝑥 + 1 𝑔 +  2𝑥 + 2  

𝑔 =  
1

2
𝑥 + 2  2𝑥 + 2 =  𝑥 + 4  𝑥 + 1 ⇒ gcd  = 𝑥 + 1 

2 𝑥 + 1 = 𝑓 −  𝑥 − 1 𝑔 

𝑥 + 1 =
1

2
𝑓 −

𝑥 + 1

2
∗ 𝑔 

lcm 𝑓, 𝑔 = lcm 𝑔, 𝑓 =
𝑔

𝑥 + 1
∗ 𝑓 =  𝑥 + 4  𝑥3 + 6𝑥2 + 11𝑥 + 6  
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  חוגיםחוגים

  תרגילתרגיל

0 מתקיים ℝהראו כי לכל חוג  ∗ 𝑎 = 𝑎 ∗ 0 = 𝑎 לכל 0 ∈ ℝ. 

0לפי אקסיומת האפס  ∗ 𝑎 =  0 + 0 𝑎 0  ולפי אקסיומת הפילוג + 0 𝑎 = 0 ∗ 𝑎 + 0 ∗ 𝑎. 

𝑥נסמן  = 0 ∗ 𝑎 וקיבלנו 𝑥 = 𝑥 + 𝑥 . נוסיף לשני הצדדים(−𝑥) ונקבל 𝑥 − 𝑥 = 𝑥 + (𝑥 − 𝑥) , ולפי אקסיומת

0הפילוג קיבלנו  = 𝑥 = 0 ∗ 𝑎. 

 

 

 הגדרות

𝑎𝑏חוג שבו  = 𝑏𝑎נקרא חוג חילופי . 

𝑎𝑏חוג שבו  = 𝑎 גורר 0 = 𝑏 או 0 =  . נקרא תחום שלמות0

 . שבו כל איבר שונה מאפס הפיך נקרא שדה1חוג חילופי עם יחידה 

 

  דוגמאותדוגמאות

ℤהוא תחום שלמות . 

ℚהוא שדה . 

𝑀2(ℝ)זה לא תחום שלמות . 

ℤ 𝑖 =  𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ ℂ 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ ⊆ ℂנראה למה.  הוא חוג ולא שדה: 

1)ניקח את .  ℤ 𝑖 שההופכי שלו לא נמצא ב  ℤ 𝑖קיים איבר שונה מאפס ב  + 𝑖): 

1

1 + 𝑖
=

1

1 + 𝑖
∗

1 − 𝑖

1 − 𝑖
=

1 − 𝑖

2
=

1

2
−

1

2
𝑖 ∉ ℤ 𝑖  

ℚ  2 =  𝑎 + 𝑏 2 ∈ ℂ 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ ⊆ ℂנראה למה.  חוג וגם שדה: 

1

𝑎 + 𝑏 2
=

1

𝑎 + 𝑏 2
∗

𝑎 − 𝑏 2

𝑎 − 𝑏 2
=

𝑎 − 𝑏 2

𝑎2 − 2𝑏2
=

𝑎

𝑎2 − 2𝑏2
+

−𝑏

𝑎2 − 2𝑏2
∗  2 ∈ ℚ  2  

 

 הומומורפיזמים של חוגים

:𝜙י " היא העתקה על חוגים המוגדרת ע𝜙העתקה  𝑅 → 𝑆ששומרת על חיבור וכפל : 

𝜙 𝑎 + 𝑏 = 𝜙 𝑎 + 𝜙 𝑏  

𝜙 𝑎𝑏 = 𝜙 𝑎 𝜙(𝑏) 

 .ערכית ועל אם ורק קיים איבר הופכי-חד- היא איזומורפיזם אם היא חד𝜙העתקה 

:𝜙 זו העתקה איזומורפיזם Rאוטומורפיזם של  𝑅 → 𝑅. 

 

  תרגילתרגיל

 . הוא העתקת הזהותℤיש להוכיח כי האוטומורפיזם ל 

𝜙: ℤ → ℤ ⇒ 𝜙 0 = 0 ⇒ 𝜙 1 = 𝜙 1 ∗ 1 = 𝜙 1 𝜙 1 ⇒ 𝜙 1 = 1 

𝜙 2 = 𝜙 1 + 1 = 𝜙 1 + 𝜙 1 = 1 + 1 = 2 

⋮ 

𝜙 𝑛 = 𝑛 
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  תרגיל נוסףתרגיל נוסף

:𝜙נתונה העתקה  ℤ 𝑖 → ℤ[𝑖]. 

 . ℤ 𝑖הם האוטומורפיזם היחידים של  (𝐼𝑑) והעתקת הזהות 𝜙: טענה

 :הוכחה

𝜙 0 = 0, 𝜙 1 = 1 

∀𝑛 ∈ ℤ ⇒ 𝜙 𝑛 = 𝑛 

𝜙 𝑖 2 = 𝜙 𝑖2 = 𝜙 −1 = −1 ⇒ 𝜙 𝑖 = ±𝑖 

= ϕ 𝑖אם  𝑖אז : 

𝜙 𝑎 + 𝑏𝑖 = 𝜙 𝑎 + 𝜙 𝑏 𝜙 𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ⇒ 𝜙 = 𝐼𝑑  

= 𝜙 𝑖אם  −𝑖אז : 

𝜙 𝑎 + 𝑏𝑖 = ⋯ = 𝑎 − 𝑏𝑖 

 

  תרגילתרגיל

 :יש להוכיח

ℤ 𝑖 ≅   
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
  𝑎, 𝑏 ∈ ℤ  

 :נגדיר

𝜙 𝑎 + 𝑏𝑖 =  
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
  

 

 .ע ועל"רואים ישר שההעתקה היא חח

 :נבדוק שהיא שומרת כפל וחיבור

𝜙 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 + 𝑑𝑖 = 𝜙 𝑎 + 𝑐 +  𝑏 + 𝑑 𝑖 =  
𝑎 + 𝑐 𝑏 + 𝑑

− 𝑏 + 𝑑 𝑎 + 𝑐
 =  

𝑎 𝑏
−𝑏 𝑎

 +  
𝑐 𝑑

−𝑑 𝑐
 

= 𝜙 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝜙 𝑐 + 𝑑𝑖  

𝜙 𝑎 + 𝑏𝑖 𝜙 𝑐 + 𝑑𝑖 =  
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
  

𝑐 𝑑
−𝑑 𝑐

 =  
𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐

−𝑏𝑐 − 𝑎𝑑 −𝑏𝑑 + 𝑎𝑐
 = 𝜙 𝑎𝑏 − 𝑏𝑑 +  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 𝑖 

= 𝜙  𝑎 + 𝑏𝑖  𝑐 + 𝑑𝑖   

 

  תרגילתרגיל

:𝜙יהי  𝐹 → 𝑅ו ,  הומומורפיזם של חוגיםFשדה . 

𝜙יש להוכיח כי  =  .(ע"חח) שיכון 𝜙  או 0

ker 𝜙 ≔  𝑥 ∈ 𝐹 𝜙 𝑥 = 0  

= ker 𝜙נראה ש  ker(𝜙)וש ,  שיכון𝜙 אם ורק אם 0 = 𝐹 אם ורק אם 𝜙 = 0. 

𝜙 𝑥אז  ∗ 𝑥−1 = 𝜙 𝑥 𝜙 𝑥−1 = 0 = 𝜙 1  כאשר ker 𝜙 ≠ 0. 

𝜙 𝑎 = 𝜙 𝑎1 = 𝜙 𝑎 𝜙 1 = 0 
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