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 4 מתוך 1עמוד 

 

  תרגילתרגיל

 :יש למצוא את הסימן של האינטגרל

 
sin 𝑥 

𝑥
𝑑𝑥

2𝜋

0

 

 

 .אינטגרבילית, חסומה, והיא רציפה, אבל אפשר להשלים, הפונקציה לא מוגדרת באפס

 :נצייר את גרף הפונקציה

 

 

 

 :אז

 
sin 𝑥 

𝑥
𝑑𝑥

2𝜋

0

=  
sin 𝑥 

𝑥
𝑑𝑥

𝜋

0

+  
sin 𝑥 

𝑥
𝑑𝑥

2𝜋

𝜋

 

𝑡 = 𝑥 − 𝜋 

𝑥 = 𝑡 + 𝜋 

𝑑𝑥 = 𝑑𝑡 

−sin 𝑡 = sin 𝑥  

=  
sin 𝑥 

𝑥
𝑑𝑥

𝜋

0

− 
sin 𝑥 

𝑥
𝑑𝑥

𝜋

0

=   
1

𝑥
−

1

𝑥 + 𝜋       
>0

 sin 𝑥    
≥0

𝑑𝑥
𝜋

0

> 0 

 

 .האינטגרל של פונקציה חיובית הוא חיובי, לפי תרגיל בשיעורי הבית

 .אז הראנו שהאינטגרל גדול מאפס
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 4 מתוך 2עמוד 

 

(נוסחת לייבניץ)תזכורת    (נוסחת לייבניץ)תזכורת 

 𝑓
𝑏

𝑎

= 𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎  

 : רציפה𝑓כאשר 

𝐹′ = 𝑓 

 

(א"המשפט היסודי של חדו)מסקנה    (א"המשפט היסודי של חדו)מסקנה 

 : רציפה𝑓עבור 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑓(𝑏)
𝑥

𝑎
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  תרגילתרגיל

 :יש למצוא את הגבול

lim
𝑥→0

1

𝑥
 cos 𝑡2 𝑑𝑡
𝑥

0

 

 

= 𝜙 𝑥נסמן   cos 𝑡2 𝑑𝑡
𝑥

0
. 

 : באפס𝜙(𝑥)הגבול הזה הוא למעשה הנגזרת של 

𝜙′ 0 =
𝜙 𝑥 − 𝜙 0 

𝑥
=
𝜙 𝑥 − 0

𝑥
 

 :אז לפי המשפט היסודי

=
𝑑

𝑑𝑥
  𝑥=0  cos 𝑡2 𝑑𝑡

𝑥

0

= cos 𝑡2 𝑡=0 = 1 

 

(סימונים)תזכורת    (סימונים)תזכורת 

:𝑓תהי   𝑎, 𝑏 → 𝑅ו ,  גזירה𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) .אז: 

𝑓 ′ 𝑐 ≡ lim
𝑕→0

𝑓 𝑐 + 𝑕 − 𝑓 𝑐 

𝑕
≡
𝑑

𝑑𝑥
  𝑥=0𝑓 𝑥 ≡

𝑑𝑓

𝑑𝑥
  𝑥=0 ≡

𝑑𝑓

𝑑𝑥
(𝑥) 

 

 

  :תרגיל:תרגיל

𝑓נתונה  ∈ 𝐶 𝑎, 𝑏  ו 𝑓 ≥  :יש להראות. 0

lim
𝑝→+∞

  𝑓𝑝
𝑏

𝑎

 

1
𝑝

= max
𝑥∈ 𝑎 ,𝑏 

𝑓(𝑥) 

 

 . ממש גדולה יחסית לפונקציה המקורית𝑓𝑝, אינטואיטיבית

𝑓אם  ≡  . אין מה להוכיח0

𝑓נניח ש  ≢ = max 𝑓ובלי הגבלת הכלליות ש , 0  :אז. 1

lim
𝑝→+∞

  𝑓𝑝
𝑏

𝑎

 

1
𝑝

≤ lim
𝑝→+∞

  1
𝑏

𝑎

 

1
𝑝

= lim
𝑝→+∞

 𝑏 − 𝑎 
1
𝑝 = 1 = max 𝑓  

 

ϵניקח  > 𝐼𝜖נסמן . 0 ≔  𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  𝑓 𝑥 > 1 − 𝜖  . כיוון שנקודת המקסימום )הקבוצה הזו לא ריקה

 (.כיוון שהיא רציפה)ומכילה קטע פתוח בעל אורך חיובי , (בפנים

𝐽𝜖ניקח נקודה  >  :ניתן לרשום. 0

lim
𝑝→+∞

  𝑓𝑝
𝑏

𝑎

 

1
𝑝

≥ lim
𝑝→+∞

  𝑓𝑝

𝐽𝜖

 

1
𝑝

≥ lim
𝑝→+∞

   1 − 𝜖 𝑝

𝐽𝜖

 

1
𝑝

= lim
𝑝→+∞

  𝐽𝑒  1 − 𝜖 
𝑝 

1
𝑝 = lim

𝑝→+∞
 𝐽𝜖  

1
𝑝(1 − 𝜖)

= 1 − 𝜖 

 :לכן

∀𝜖. lim
𝑝→+∞

  𝑓𝑝
𝑏

𝑎

 

1
𝑝

≥ 1 − 𝜖 = 1 
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 4 מתוך 4עמוד 

 

שוויון -אי)תרגיל    ((CCaauucchhyy--SScchhwwaarrzzשוויון -אי)תרגיל 

,𝑓עבור  𝑔 ∈ 𝑅[𝑎, 𝑏]מתקיים : 

   𝑓𝑔 
𝑏

𝑎

 

2

≤   𝑓 2
𝑏

𝑎

+   𝑔 2
𝑏

𝑎

 

 

 :שוורץ עבור סכומים-שוויון קושי-נזכר באי

 𝑢, 𝑣 2 ≤  𝑢 2 +  𝑣 2 

   𝑎𝑖𝑏𝑖  

𝑛

𝑖=1

 

2

≤  𝑎𝑖 
2

𝑛

𝑖=1

+   𝑏𝑖 
2

𝑛

𝑖=1

 

𝑎𝑖עבור מספרים  , 𝑏𝑖 ∈ ℝ כאשר 𝑛 ∈ ℕ .אז כל סכומי רימן שנבחר שואפים , אלה פונקציות אינטגרביליות

𝑇𝑁אז נסמן . אם החלוקה עדינה מספיק, לאינטגרל =  𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑁 = 𝑏  כאשר 𝑥𝑖 = 𝑎 +
𝑏−𝑎

𝑁
𝑖, 

𝜉𝑖 נקודה 𝑁ונבחר עבור ל  ∈ [𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1] בלי קשר ל ) אחת ולתמיד𝑓, 𝑔) , ו△ 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 =
1

𝑁
 

𝛼𝑖ונסמן , נרשום סכומי רימן עבור שני האגפים = 𝑓 𝜉𝑖 , 𝛽𝑖 = 𝑔 𝜉𝑖  ,אז: 

 

  |𝑓 𝜉𝑖 𝑔 𝜉𝑖 |

𝑇𝑁

△ 𝑥𝑖 

2

=
1

𝑁2
   𝛼𝑖𝛽𝑖 

𝑇𝑁

 

2

≤
1

𝑁2
  𝑎𝑖 

2

𝑇𝑁

  𝛽𝑖 
2

𝑇𝑁

=   𝑓 𝜉𝑖  
2 △ 𝑥𝑖

𝑇𝑁

  𝑔 𝜉𝑖  
2 △ 𝑥𝑖

𝑇𝑁

 

 

 :∞ ל 𝑁נשאיף את 

  𝑓 2 ∗   𝑔 2 ≥    𝑓𝑔  
2

 

 

  אינטגרלים לא אמיתייםאינטגרלים לא אמיתיים

 או תחום האינטגרציה אינו חסום/אינטגרל לא אמיתי מוגדר כאשר הפונקציה אינה חסומה ו

 :לדוגמא

 
𝑑𝑥

𝑥2

1

0

  ,  𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥

∞

0

 

 

 ?אז מה עושים

:𝑓נניח ש   𝑎, 𝑏 → ℝ אינטגרבילית בכל קטע [𝑎 + 𝜖, 𝑏]. 

 :אם קיים הגבול, האינטגרל הלא אמיתי יוגדר

 𝑓
𝑏

𝑎

≔ lim
𝜖→+0

 𝑓
𝑏

𝑎+𝜖

 

 

:𝑓אם   𝑎,∞ → ℝ אינטגרבילית בכל קטע 𝐵 > 𝑎 , [𝑎, 𝐵]אז נגדיר : 

 𝑓
∞

𝑎

≔ lim
𝐵→∞

 𝑓
𝐵

𝑎

 

  דוגמאדוגמא

 :מהו ערכו, ואם כן, נראה אם האינטגרל מתכנס

 ln 𝑥 𝑑𝑥 = lim
𝑥→+0

 ln 𝑥 𝑑𝑥
1

0

1

0

= lim
𝑥→+0

 𝑥𝑙𝑛 𝑥 − 𝑥 𝜖
1 = lim

𝑥→+∞
(−1 −  𝜖 ln 𝜖 − 𝜖 ) = −1 


