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 3 מתוך 1עמוד 

 

  הוכחת הנוסחאותהוכחת הנוסחאות

𝐸 𝑌 𝑋 = 𝑥 =  𝑦𝑗 𝑃𝑌|𝑋

𝑗

 𝑦𝑗  𝑥𝑖  

𝐸 𝐸 𝑌 𝑋  =  𝐸 𝑌 𝑋 = 𝑥𝑖  𝑃𝑋 𝑥𝑖 

𝑖

=    𝑦𝑗 𝑃𝑌|𝑋 𝑦𝑗  𝑥𝑖 

𝑗

 

𝑖

𝑃𝑥 𝑥𝑖 ==  𝑦𝑗 𝑃𝑌|𝑋 𝑦𝑗 𝑥𝑖 𝑃𝑋(𝑥𝑖)

𝑖,𝑗

=  𝑦𝑗 𝑃𝑋,𝑌(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 )

𝑖 ,𝑗

=  𝑦𝑗   𝑃𝑋,𝑌(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 )

𝑖

 

𝑗

=  𝑦𝑗 𝑃𝑌(𝑦𝑗 )

𝑗

= 𝐸(𝑌) 

 

𝑉 𝑌 = 𝐸 𝑌 − 𝐸 𝑌  
2
 

𝑌 − 𝐸 𝑌 = 𝑌 − 𝐸 𝑌 𝑋 + 𝐸 𝑌 𝑋 − 𝐸 𝑌  

 𝑌 − 𝐸 𝑌  2 =  𝑌 − 𝐸 𝑌 𝑋  2 +  𝐸 𝑌 𝑋 − 𝐸 𝑌  2 + 2 𝑌 − 𝐸 𝑌 𝑋   𝐸 𝑌 𝑋 − 𝐸 𝑌   

𝐸   𝑌 − 𝐸 𝑌 𝑋  
2
 = 𝐸  𝐸   𝑌 − 𝐸 𝑌 𝑋  

2
 𝑋  = 𝐸 𝑉 𝑌 𝑋   

𝐸  𝐸 𝑌 𝑋 − 𝐸 𝑌  2 = 𝑉 𝐸 𝑌 𝑋   

𝐸   𝑌 − 𝐸 𝑌 𝑋   𝐸 𝑌 𝑋 − 𝐸 𝑌                       
𝑊

  

𝐸 𝑊 = 𝐸 𝐸 𝑊 𝑋   

− 𝐸 𝑌 𝑋  דיוע הביטוי Xכאשר  𝐸 𝑌   זה גודל קבוע וכמו כן 𝐸 𝑌 − 𝐸 𝑌 𝑋  𝑋 = 𝐸 𝑌 𝑋 − 𝐸 𝑌 𝑋 = 0. 

 :מכל החישוב מקבלים כי

V Y = E V Y X  + V E Y X  + 0 

 

  דוגמאותדוגמאות

,𝑋נתונים זוג משתנים מקריים  𝑌 , וידוע כי𝑋~𝑃(𝜆) ו 𝑌|𝑋~𝐵 𝑋, 𝑝  . חשבו את𝐸 𝑌 , 𝑉 𝑌 , 𝜌(𝑋, 𝑌). 

 (.65עמוד )השאלה הזו דומה לבעיית מאיץ החלקיקים שדיברנו עליה בעבר 

 :לפי הנתונים. נשתמש בנוסחאות החדשות, Yלא נחשב את ההתפלגות של 

𝐸 𝑌 𝑋 = 𝑋𝑝 

𝑉 𝑌 𝑋 = 𝑋𝑝 1 − 𝑝  

𝐸 𝑋 = 𝜆 = 𝑉(𝑋) 

𝐸 𝑌 = 𝐸 𝐸 𝑌 𝑋  = 𝐸 𝑝𝑋 = 𝑝𝐸 𝑋 = 𝑝𝜆 

𝑉 𝑌 = 𝐸 𝑉 𝑌 𝑋  + 𝑉 𝐸 𝑌 𝑋  = 𝐸 𝑥𝑝 1 − 𝑝  + 𝑉 𝑝𝑋 = 

= 𝑝 1 − 𝑝 𝐸 𝑋 + 𝑝2𝑉 𝑋 = 𝑝 1 − 𝑝 𝜆 + 𝑝2𝜆 = 𝜆𝑝 

𝜌 𝑋, 𝑌 =
cov 𝑋, 𝑌 

 𝑉 𝑋 𝑉 𝑌 
 

cov 𝑋, 𝑌 = 𝐸 𝑋 ∗ 𝑌 − 𝐸 𝑋 𝐸 𝑌  

 

𝐸 𝑋 ∗ 𝑌 = 𝐸 𝐸 𝑋 ∗ 𝑌 𝑋  = 𝐸 𝑋 ∗ 𝐸 𝑌 𝑋  = 𝐸 𝑋𝑝𝑋  

𝐶𝑂𝑉 𝑋, 𝑌 = 𝑝𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋 𝑝𝐸 𝑋 = 𝑝 𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋  
2

] = 𝑝𝑉 𝑋 = 𝑝𝜆 

𝐶𝑂𝑉 𝑋, 𝑌 = 𝑝𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋 𝑝𝐸 𝑋 = 𝑝 𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋  
2

] = 𝑝𝑉 𝑋 = 𝑝𝜆 

𝜌 𝑋, 𝑌 =
𝑝𝜆

 𝜆𝑝𝜆
=

𝑝

 𝑝
=  𝑝  

 

𝑝אם  = 𝑌 חלקיקים ולכן 0 אז בעצם מגלים 0 =  .0ולכן מקדם המתאם ביניהם  (גודל קבוע) 0
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 3 מתוך 2עמוד 

 

𝑝אם  = 𝑌 ולכן 1 אז מתגלה חלקיק 1 = 𝑋ולכן הקשר ביניהם הוא ליניארי . 

  התפלגויות רציפותהתפלגויות רציפות

 משתנים מקריים רציפים

  דוגמאדוגמא

ואם גלגל הרולטה סימטרי אזי הסיכוי שמחוג ייעצר בגזרה ,  גזרות על גלגל הרולטה𝑛בגלגל רולטה יש 

 זה משתנה מקרי שיכול לקבל כל נקודה Xבגלגל רולטה רציף מקום עצירת המחוג . 𝑛/1מסוימת הוא 

 . 0,2𝜋  יכול לקבל כל ערך ב X, (ברדיאנים)אם נייצג נקודות על המעגל בעזרת זוויות . על היקף המעגל

יחסית להיקף )הנחת הסימטריה אומרת כי הסיכוי שהמחוג ייעצר באיזושהי גזרה תלוי באורך הגזרה 

 : למשל. אך לא במיקומה (המעגל

𝑃  0 ≤ 𝑋 ≤
𝜋

2
 = 𝑃  𝜋 ≤ 𝑋 ≤

3

2
𝜋 =

𝜋
2

2𝜋
=

1

4
 

,𝑎 ייפול בגזרה Xנקבל ההסתברות ש , באופן כללי 𝑏 0 כאשר ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 < 2𝜋: 

𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 =
𝑏 − 𝑎

2𝜋
 

 :לכן

 ובעצם לכל יחידת אורך על המעגל יש תרומה , מדברים על הסתברויות של קטעים
1

2𝜋
 . להסתברות

  ההסתברות שהמחוג ייעצר בדיוק בנקודה𝑎 י העובדה שלכל יחידת "ההסתברות מאופיינת ע. 0 הוא

אורך יש תרומה של 
1

2𝜋
  היא𝑓(𝑥)צפיפות ההסתברות , כלומר.  להסתברות

𝑓 𝑥 =  

1

2𝜋
       0 ≤ 𝑥 < 2𝑘

אחרת                     0

   

 

  פונקצית צפיפות של משתנה מקרי רציףפונקצית צפיפות של משתנה מקרי רציף

 : מקיימת את התכונות הבאות 𝑿 ,𝒇 𝒙פונקצית הצפיפות של .  משתנה מקרי רציף𝑿יהי 

≤ 𝒇 𝒙. א ∞− לכל 𝟎 < 𝑥 < ∞. 

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 כלומר , 1השטח הכולל מתחת לפונקצית הצפיפות הוא . ב
∞

−∞
= 𝟏. 

𝑷 𝑿 הוא 𝑨השטח תחת לפונקצית הצפיפות ומעל קטע . ג ∈ 𝑨 =  𝒇 𝒙 𝒅𝒙
𝑨

. 

 

  השוואה בין משתנה מקרי בדיד ומשתנה מקרי רציףהשוואה בין משתנה מקרי בדיד ומשתנה מקרי רציף

 .ומשתנה מקרי רציף מקבל רצף של ערכים, משתנה מקרי בדיד מקבל סדרת ערכים

≤ 𝑃 𝑋𝑖:  המקיימת𝑃(𝑋𝑖)י פונקצית הסתברות "משתנה מקרי בדיד מאופיין ע 0,  𝑃 𝑋𝑖 = 1𝑖. 

≤ 𝑓 𝑋: י פונקצית צפיפות המקיים"משתנה מקרי רציף מאופיין ע 0,  𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 1
∞

−∞
. 

𝑃 𝑋כלומר , Aההסתברות שהמשתנה המקרי הבדיד יקבל ערכים בתחום  ∈ 𝐴 =  𝑃 𝑋𝑖 𝑋𝑖∈𝐴. 

𝑃 𝑋כלומר , Aההסתברות שהמשתנה המקרי הרציף יקבל ערכים בתחום  ∈ 𝐴 =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐴

. 

 

  הערההערה

= 𝐸 𝑋: במקרה הבדיד  𝑥𝑖𝑃(𝑋𝑖)𝑖 

= 𝐸 𝑋: במקרה הרציף  𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥
∞

−∞
. 
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 3 מתוך 3עמוד 

 

  

  דוגמאות פשוטותדוגמאות פשוטות

  התפלגות אחידההתפלגות אחידה

,𝑎 התפלגות אחידה בקטע  𝑏 : 

𝑋~𝑈 𝑎, 𝑏 ⇒ 𝑓 𝑥 =  

1

𝑏 − 𝑎
      𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

אחרת                      0

  

𝐸 𝑋 =  𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥
∞

−∞

=  𝑥 ∗
1

𝑏 − 𝑎 
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=
1

𝑏 − 𝑎
 𝑥𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=
1

𝑏 − 𝑎
∗

𝑥2

2
  𝑎
𝑏 =

𝑏2 − 𝑎2

2 𝑏 − 𝑎 
=

𝑎 + 𝑏

2
 

 

 .וזאת התוחלת של משתנה מקרי בדיד המתפלג התפלגות אחידה

 

  התפלגות מעריכות התפלגות מעריכות 

𝑋~ exp 𝜃 ⇒ 𝑓 𝑥 =  
𝜃𝑒−𝜃𝑥          𝑥 ≥ 0

אחרת                 0
  

 :1ונבדוק שהוא , נבדוק את השטח מתחת לצפיפות

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
∞

−∞

=  𝜃𝑒−𝜃𝑥 𝑑𝑥
∞

0

= −𝑒−𝜃𝑥   0
∞ = 1 

 

  תכונת חוסת הזיכרוןתכונת חוסת הזיכרון

𝑃 𝑋 > 𝑠 𝑡 𝑋 > 𝑠 = 𝑃 𝑋 > 𝑡  


