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 4 מתוך 1עמוד 

 

מרחבי מכפלה פנימית מרחבי מכפלה פנימית 

הערה הערה 

? למה בסיס אורתונורמאלי חשוב

Bנניח  =  𝑢1, … , 𝑢𝑛 אז .  עם מכפלה פנימיתℂ מעל V בסיס אורתונורמאלי למרחב וקטורי  

 𝑣 𝐵 =  

 𝑢1, 𝑣 

 𝑢2, 𝑣 
⋮

 𝑢𝑛 , 𝑣 

  

𝑇 𝐵 𝑖𝑗  : למשל =   𝑢𝑖 , 𝑇𝑢𝑗    .

 

זהויות חשובות זהויות חשובות 

 𝑢 + 𝑣 2 =  𝑢 2 + 2𝑅𝑒 𝑢, 𝑣 +  𝑣 2 

 𝑢 + 𝑣 2 +  𝑢 − 𝑣 2 = 2  𝑢 2 +  𝑣2   

𝑜𝑣𝑒𝑟 ℝ:  𝑢, 𝑣 =
1

2
  𝑢 + 𝑣 2 −  𝑢2  𝑣2   

𝑜𝑣𝑒𝑟 ℂ:   𝑢, 𝑣 =
1

4
  𝑢 + 𝑣 2 −  𝑢 − 𝑣 2 + 2 𝑢 + 2𝑣 2 − 2 𝑢 − 2𝑣 2  

 

המשלים האורתוגונאלי המשלים האורתוגונאלי 

הגדרה הגדרה 

𝑈ויהי ,  עם מכפלה פנימיתVיהי מרחב וקטורי  ⊆ 𝑉המשלים האורתוגונאלי הוא. מרחב- תת :

𝑈⊥ =  𝑣 ∈ 𝑉  𝑣, 𝑢 = 0∀𝑢 ∈ 𝑈  

. 𝑈מרחב -כל הווקטורים במרחב שניצבים לכל ווקטור בתת, או במלים אחרות

 

דוגמא דוגמא 

𝑉 = ℝ3יהי .  עם המכפלה הסטנדרטית𝑈 = span   
1
0
0
 ,  

0
1
0
⊥𝑈אז .    = span   

0
0
1
   .

∀𝑥, 𝑦:  
𝑎
𝑏
𝑐
 ⊥  

𝑥
𝑦
0
 => 𝑎 = 0, 𝑏 = 0 

 

עובדה שימושית עובדה שימושית 

⊥𝑈:  אז המשלים האורתוגונאלי הואU קבוצה פורשת את Kאם  =  𝑣 ∈ 𝑉 ∀𝑢 ∈ 𝐾: 𝑣 ⊥  𝑢  .

 

תרגיל תרגיל 

𝑉יהי  = ℝ3מרחב -יהי תת.  עם המכפלה הסטנדרטית𝑊 = span   
1
0
1
 ,  

0
1
1
  ⊆ 𝑉 . מצאו את𝑊⊥ .

: נשתמש בנוסחה הבאה

𝑊⊥ =   
𝑥
𝑦
𝑧
  𝑣 ⊥  

1
0
1
 ∧ 𝑣 ⊥  

0
1
1
  =  

𝑥
𝑦
𝑧
 |  

𝑥 + 𝑧 = 0
𝑦 + 𝑧 = 0

  

⊥𝑊: פותרים את מערכת המשוואות ומקבלים = span  −1,−1,1   .
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 4 מתוך 2עמוד 

 

תרגיל תרגיל 

𝑣מצאו את ההיטל אם  =  
1
1
1
𝑊 על   = span   

1
0
1
 ,  

0
1
1
  ⊆ ℝ3 .

𝑉בשיעור למדנו ש  = 𝑊⊕𝑊⊥ ,ו :𝑝𝑟1
𝑤
𝑣 ∈ 𝑊 .𝑣 − 𝑝𝑟𝑤𝑣 ∈ 𝑤⊥ .

𝑤1 ניקח  , 𝑤2 להיות בסיס אורתונורמאלי ל -W .הבסיס למשלים האורתוגונאלי הוא , לפי תרגיל קודם

𝑤3 = span   
−1
−1
1
𝑤3:  ונקבל1 לאורך 𝑤3ננרמל את .    =

1

 3
 
−1
−1
1
  .

𝑉היות ו  = 𝑊⊕𝑊⊥ אז ל 𝑣 יש הצגה לפי הווקטורים שפורסים את 𝑤1 , 𝑤2 , 𝑤3 :

𝑣 = 𝛼1𝑤1 + 𝛼2𝑤2         
𝑝𝑟𝑤𝑣∈𝑊

+ 𝛼3𝑤3   
∈𝑤⊥

 

𝑝𝑟𝑤𝑣 = 𝑣 − 𝛼3𝑤3 

: אז לפי נוסחת הקואורדינאטות הבסיס מתחילת התרגול, בגלל שזהו בסיס אורתונורמאלי

𝛼3 =  𝑤3 , 𝑣 = −
1

 3
 

⇓ 

𝑝𝑟𝑤𝑣 =  
1
1
1
 +

1

3
 
−1
−1
1
 =

1

3
 

2
2
4
  

 

העתקה הצמודה העתקה הצמודה 

:𝑇ותהי העתקה ,  עם מכפלה פנימית𝑊,𝑉יהיו שני מרחבים ווקטורים  𝑉 → 𝑊 .

 

משפט משפט 

𝑇⋆:𝑊קיימת העתקה יחידה  → 𝑉 כך שלכל 𝑣 ∈ 𝑉,𝑤 ∈ 𝑊מתקיים  : 𝑇𝑣, 𝑤 𝑊 =  𝑣, 𝑇⋆𝑤 𝑉 .

. העתקה זו נקראת ההעתקה הצמודה

 

למה למה 

𝐵1אם  , 𝐵2 בסיסים אורתונורמאליים של 𝑉,𝑊אז,  בהתאמה : 𝑇⋆ B1

B2 =   T B2

B1 
⋆

 ,𝐴⋆ = 𝐴𝑡 .

 

מסקנה מסקנה 

= 𝑇⋆ :rank 𝑇 שווה לדרגה של 𝑇הדרגה של  rank 𝑇⋆ = dim Im𝑇 .

dim𝑉אם , בפרט = dim𝑊 אז גם dim ker𝑇 = dim ker 𝑇⋆ .

 

דוגמא דוגמא 

𝑉יהי  = ℝ2 1   עם מכפלה פנימי שבה הבסיס, −2 , ,𝑣 :  הוא אורתונורמאלי  1,1  𝑢 ≔   𝑣 𝐵 ,  𝑢 𝐵 𝑠𝑡 .

𝑇נתון אופרטור   
𝑥
𝑦 =  

𝑥 − 𝑦
−𝑥

: ⋆𝑇נחשב את . יש למצוא את האופרטור הצמוד שלו.  

 𝑇 𝐵 =   𝑇𝑏1 𝐵 ,  𝑇𝑏2 𝐵 =
1

3
 

4 1
5 −1

 ⇒  𝑇⋆ 𝐵 =
1

3
 

4 5
1 −1

  

 𝑇⋆ 𝐸 =  𝐸 𝐵
−1 𝑇⋆ 𝐵 𝐸 𝐵 ⇒  𝐸 𝐵 =  

1 1
−2 1

 ⇒  𝑇⋆ 𝐸 =
1

9
 

13 −1
−29 −4

  

                                                
 projection- ההיטל  1
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תכונות הצמוד תכונות הצמוד 

 𝑇 + 𝑆 ⋆ = 𝑇⋆ + 𝑆⋆ 

 𝜆𝑇 ⋆ = 𝜆𝑇⋆ 

 𝑆𝑇 ⋆ = 𝑇⋆𝑆⋆ 

 𝑇−1 ⋆ =  𝑇⋆ −1 

 𝑇⋆ ⋆ = 𝑇 

חשוב לזכור חשוב לזכור 

 𝜆𝑢, 𝑣 =  𝑣, 𝜆𝑢 = 𝜆 𝑣, 𝑢 = 𝜆 𝑣, 𝑢 = 𝜆 𝑢, 𝑣  

תרגיל תרגיל 

𝑉יהי  = 𝑀𝑛(𝐹) עם המכפלה הפנימית  𝐴, 𝐵 = 𝑡𝑟 𝐴⋆𝐵  .

:𝑇נגדיר אופרטור  𝑉 → 𝑉באופן הבא  :𝑇 𝐴 = 𝑀⋆𝐴𝑀 ,𝑀 ∈ 𝑀𝑛(𝐹) . יש למצוא את𝑇⋆ .

 

,𝐴לכל  𝐵 ,לפי ההגדרה :

 𝐴, 𝑇⋆𝐵 =  𝑇𝐴, 𝐵 =  𝑀⋆𝐴𝑀,𝐵 = 𝑡𝑟  𝑀⋆𝐴𝑀 ⋆𝐵 = 𝑡𝑟  𝑀⋆ 
𝐷′

𝐴⋆𝑀𝐵   
𝐷

 = 𝑡𝑟 𝐷𝐷′ = 𝑡𝑟 𝐴⋆𝑀𝐵𝑀⋆ 

=  𝐴,𝑀𝐵𝑀⋆ ⇒ 𝑇⋆ 𝐴 = 𝑀𝐴𝑀⋆ 

 

הגדרה הגדרה 

T נקרא צמוד לעצמו אם 𝑇 = 𝑇⋆ .

 

תרגיל תרגיל 

,𝑆נניח  𝑇 העתקות צמודות לעצמן ( מעלℂ) . הוכיחו כי גם𝑇𝑆 + 𝑆𝑇, 𝑖(𝑇𝑆 − 𝑆𝑇)צמודות לעצמן  .

 

 𝑇𝑆 + 𝑆𝑇 ⋆ = 𝑆⋆𝑇⋆ + 𝑇⋆𝑆⋆ = 𝑆𝑇 + 𝑇𝑆 + 𝑇𝑆 + 𝑆𝑇 

 𝑖 𝑇𝑆 − 𝑆𝑇  
⋆

= 𝑖 𝑆⋆𝑇⋆ − 𝑇⋆𝑆⋆ = −𝑖 𝑆𝑇 − 𝑇𝑆 = 𝑖 𝑇𝑆 − 𝑆𝑇  

 

תרגיל תרגיל 

𝑈מרחב -ויהי תת,  מרחב עם מכפלה פנימיתVיהי  ⊆ 𝑉 . מתקיים𝑉 = 𝑈⊕ 𝑉⊥ , ולכן לכל𝑣 ∈ 𝑉 קיים 

𝑣פירוק  = 𝑣1 + 𝑣2 כאשר 𝑣! ∈ 𝑈, 𝑣2 ∈ 𝑈⊥ . נגדיר אופרטור𝑇 𝑣 = 𝑣1 − 𝑣2 . חשב את𝑇⋆ .

: 1דרך 

 𝑢, 𝑇⋆𝑣 =  𝑇𝑢, 𝑣 =  𝑢1 − 𝑢2, 𝑣1 + 𝑣2 =  𝑢1, 𝑣1 −  𝑢2, 𝑣2 +  𝑢1, 𝑣2 −  𝑢2, 𝑣1 =  𝑢1, 𝑣1 −  𝑢2, 𝑣2 + 0−

==  𝑢1, 𝑣1 −  𝑢2, 𝑣2 − 0 + 0 =  𝑢1, 𝑣1 −  𝑢2, 𝑣2 −  𝑢1, 𝑣2 =  𝑢2, 𝑣1 

=  𝑢1 + 𝑢2, 𝑣1 − 𝑣2 ⇒ 𝑇⋆𝑣 = 𝑣1 − 𝑣2 = 𝑇𝑣 

: 2דרך 

. ⊥𝑈 להיות בסיס אורתונורמאלי של 𝐵2וניקח , U להיות בסיס אורתונורמאלי של 𝐵1ניקח 

𝐵אז  = 𝐵1 ∨ 𝐵2 הוא בסיס אורתונורמאלי של V .

 𝑇 𝐵 =

 

  
 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

0

0
−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1 

  
 
⇒  𝑇⋆ 𝐵 =  𝑇 𝐵 ⇒ 𝑇⋆ = 𝑇 
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 4 מתוך 4עמוד 

 

הגדרה הגדרה 

⋆𝑇𝑇אם  (ג"א) ℂ או יוניטרי מעל ℝ נקרא אורתוגונאלי מעל Tאופרטור  = 1𝑣 ,ולמטריצות :𝐴𝐴⋆ = 𝐼𝑉 .

 

תכונות תכונות 

,𝑢לכל . 1 𝑣 : 𝑇𝑣, 𝑇𝑢 =  𝑣, 𝑢  

= 𝑣 : 𝑇𝑣לכל . 2  𝑣  

3 .Tמעבירה בסיס אורתונורמאלי כלשהו לבסיס אורתונורמאלי  .

 

הערה הערה 

 הן בסיס V בסיס אורתונורמאלי וגם שורות Aאם ורק אם עמודות  (אוניטרית) אורתוגונאלית Aמטריצה 

. אורתונורמאלי

 

תרגיל תרגיל 

|𝜆| אז T ערך עצמי של 𝜆 אופרטור יוניטרי אז אם Tניקח  = 1 .

𝑇𝑣נניח  = 𝜆𝑣 כאשר 𝑣 ≠ 0 .

 𝑇𝑣, 𝑇𝑣 =  𝜆𝑣, 𝜆𝑣 = 𝜆𝜆 𝑣, 𝑣 =  𝜆 2 𝑣, 𝑣  

 𝑇𝑣, 𝑇𝑣 =  𝑣, 𝑣 ⇒  𝜆 = 1 

,1−יכולים להיות רק הערכים העצמיים  (ℝלמעל ) אורתוגונאלית Tל : מסקנה +1 .

 

הגדרה הגדרה 

. 𝑀𝑛(𝑅) את קבוצת המטריצות האורתוגונאליות ב  𝑂 𝑛נסמן ב 

 𝑀𝑛(𝑅) את קבוצת המטריצות היוניטריות ב  𝑈 𝑛נסמן ב 

𝐴: סיבובים: 𝑂(2)ב : לדוגמא =  
cos 𝛼 − sin 𝛼
sin 𝛼 cos 𝛼

𝐴: שיקופים,   =  
cos 𝛼 sin 𝛼
sin 𝛼 − cos𝛼

  .

 

 


